ur

Universidad Tecnof&gma
del Valle del Mezqguital

PROGRAMA EDUCATIVO DE MECANICA AREA INDUSTRIAL

MANUAL DE PRACTICAS: FUNCIONES MATEMATICAS
(Basado en Competencias Profesionales)

ELABORADO POR:

CUERPO COLEGIADO DE DIRECTORES Y PROFESORES

DICIEMBRE 2017




INDICE

1.- Geometria y Trigonometria

1.1 Perimetro, area y volumen.
1.2 Angulos y triangulos.

1.3 Trigonometria.

2.- Geometria Analitica

2.1 Larecta en el sistema cartesiano.
2.2 Cbnicas.

3.- Funciones
3.1 Conceptos de funciones.
3.2 Operaciones con funciones.

3.3 Aplicaciones de funciones.

4.- Aigebra Vectorial




Programa educativo

Unidad

1 Asignatura: Funciones Matematicas

Practica N°:

1.1 Nombre de la practica: Geometria

Nombre Integrante(s):

Introduccion:

Una figura geométrica es un conjunto no vacio cuyos elementos son puntos. Las figuras
geométricas son el objeto de estudio de la geometria, rama de las matematicas que se
dedica a analizar las propiedades y medidas de las figuras en el espacio o en el plano.

Los cuerpos geométricos existen en el espacio y son por lo tanto objetos que tienen tres
dimensiones (ancho, alto y largo) limitados por una o mas superficies. Si todas las superficies
son planas y de contorno poligonal, el cuerpo es un poliedro. Si el cuerpo no esta limitado
por poligonos, sino por superficies curvadas recibe el nombre de cuerpos redondos. La
formula para calcular el volumen de un cuerpo depende de su forma.

Objetivo:

Analizar, interpretar y dar soluciones a problemas de figuras y cuerpos geométricos

Marco teoérico

Etimolégicamente hablando, la palabra Geometria procede del griego y significa “Medida
de la Tierra”. La Geometria es la parte de las Matematicas que estudia las idealizaciones del
espacio en términos de las propiedades y medidas de las figuras geométricas. La Geometria
no estudia el espacio real en si mismo, sino objetos ideales (también conocidos como
objetos matematicos o geométricos), sus propiedades, relaciones y teorias, construidos por
abstraccion de cualidades del espacio real o de otros objetos ideales creados previamente
(en el espacio real no existen circulos, pentagonos, rectas, puntos, esferas... sino objetos que
tienen forma de... o modelizados por...; la realidad fisica siempre es menos perfecta que la

realidad geométrica pensada o ideal).

Asi, podremos estudiar la forma de una ventana como la de la Figura 1 y sus propiedades.




Figura 1 Ventana en forma de triangulo.

Esta ventana tiene la propiedad de que tiene forma de triangulo, pero no es un tridngulo, ya

gue un tridngulo es un concepto abstracto, ideal, que no puede encontrarse en la realidad.
Los componentes elementales de las figuras geométricas seran:

1. Punto: Un punto es un objeto que no tiene dimensiones que indica una posicién en el

espacio. Se suelen designar con letras mayusculas A, B, C,... P,...

2. Recta: Es una linea ilimitada por ambos extremos. Se suele denotar con letras mindsculas
r, s, t,... Como representacién en la realidad de una recta podemos tomar un hilo tenso, o el

borde de una regla.

3. Plano: es una superficie ilimitada cuya concrecién en el mundo real puede verse, por

ejemplo, en la superficie de una mesa, una hoja de papel, etc.

Los puntos son objetos de la geometria lineal, puntos y rectas dan lugar a la geometria plana

y los puntos, las rectas y los planos son objetos de la geometria espacial.

Algunas consideraciones a tener en cuenta en geometria son las siguientes: Dos puntos
distintos determinan una y sdlo una linea recta que contiene a dichos puntos. Tres o mas
puntos pueden determinar varias rectas, pero si estan todos contenidos en una se dird que

los puntos son colineales. Tres puntos no colineales determinan un plano.

2.- RECTAS y SEGMENTOS: Dos rectas contenidas en el plano que no tienen ningin punto en
comun se dice que son paralelas (llustracién 2). Si tienen un solo punto en comun se dice
que son concurrentes o secantes (llustracién 3). Una recta que corta a otras dos se dice que

es una transversal.
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Todo punto P divide a la recta que lo contiene en dos subconjuntos llamados semirrectas o
rayos de extremo P. También podemos construir semiplanos cuando quitamos a un plano
una recta del mismo. Cada una de las dos divisiones hechas sera un semiplano. Un segmento
es un conjunto de puntos comprendido entre dos puntos. Si los extremos del segmento son
los puntos A y B, el segmento se suele representar por AB. La distancia entre los dos
extremos del segmento se llama longitud del segmento. Ademas, puede definirse también

como la interseccion de dos semirrectas contenidas en una misma recta.

3.- ANGULOS: Un dangulo es la regién del plano resultado de la intersecciéon de dos
semiplanos cerrados obtenida a partir de dos rectas incidentes. Para medir los angulos se
pueden distintas unidades: a) Radianes: un radian es la medida del dngulo cuyo arco tiene
una longitud igual al radio de la circunferencia en la que estd comprendido. b) Grados
sexagesimales: es la medida del angulo cuya longitud de arco es igual a la 360ava parte de
la longitud de la circunferencia. Sus divisiones son minutos y segundos, que se representan
por ‘y “ respectivamente. Para operar con angulos dados de esta forma se trabaja en base

60. c) Grados centesimales: es la medida del angulo cuya longitud de arco es igual a la 400ava




parte de la longitud de la circunferencia. Sus divisiones son minutos y segundos

centesimales.

4.- Circunferencia: Una curva se puede describir intuitivamente como el conjunto de puntos
que un lapiz traza al ser desplazado por el plano sin ser levantado. Si el lapiz no pasa por un
mismo punto dos veces, se dice que la curva es simple. Si el [apiz se levanta en el mismo
punto en que se comenzd a trazar la curva, se dice que la curva es cerrada. Una
circunferencia es una curva cerrada que verifica que la distancia a cualquiera de sus puntos
a otro punto fijo que se llama centro es constante. Es el lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de un punto dado, del centro de la circunferencia. Elementos de la
circunferencia: - centro: es el punto fijo equidistante de cualquier punto de la circunferencia.
- Radio: es un segmento que une el centro con un punto cualquiera de la circunferencia. -
Cuerda: es un segmento que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia. - Diametro:

es una cuerda que pasa por el centro.

- Arco: cada una de las dos partes en que una cuerda divide a una circunferencia.

circunferencia

5.- Poligonos: Una curva simple que estd formada por segmentos unidos por sus extremos
se dice que es una curva poligonal. Si dicha curva es cerrada se dice que es un poligono. A
estos segmentos se les llama lados y a los extremos de esos segmentos se les llama
vértices. Si todos los lados de un poligono son iguales se dice que es regular. Los poligonos
se van a nombrar segun el nimero de lados o vértices que tienen (tridngulo, cuadrado,
pentagono, hexagono,...) Poligonos regulares: - Un poligono que tiene todos sus lados
iguales se dice que es equilatero. - Un poligono convexo cuyos angulos interiores son todos

congruentes se dice que es equiangulo. - Un poligono convexo que tiene todos sus lados y




angulos iguales se dice que es regular. En un poligono regular de n lados, cualquier angulo
con vértice en el centro y cuyos lados contienen vértices adyacentes del poligono se dice

gue es un angulo central del poligono.

El area es una medida de extensién de una superficie, expresada en unidades de medida,
denominadas unidades de superficie. El area es un concepto métrico que requiere que el
espacio donde se define se especifique una medida.

Para superficies planas, el concepto es mds intuitivo. Cualquier superficie plana de lados
rectos, por ejemplo un poligono, puede triangularse y se puede calcular su area como suma

de las areas de dichos triangulos. Ocasionalmente se usa el término "area" como sindnimo
de superficie, cuando no existe confusién entre el concepto geométrico en si mismo
(superficie) y la magnitud métrica asociada al concepto geométrico (area).

Sin embargo, para calcular el area de superficies curvas se requiere introducir métodos de
geometria diferencial. En esta practica solo se trabajara con superficies planas.

Area de los poliedros regulares: El drea total de un poliedro se determina calculando el area

de una cara y multiplicando por el nimero de caras.
El perimetro es la suma de las longitudes de los de una figura geométrica.

Volumen de los poliedros regulares: Todos los vértices de un poliedro regular equidistan
de un punto interior llamado centro. Haciendo pasar planos por este punto y por todas las
aristas, el poliedro queda descompuesto en tantas pirdmides iguales como caras tiene.
Para calcular el volumen de un poliedro sera suficiente calcular el volumen de una de estas

piramides y multiplicar por el nimero de caras del poliedro.




PERIMETRO Y AREA DE FIGURAS GEOMETRICAS

Figura Geométrica
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PROBLEMAS

Para cada uno de los siguientes problemas, resolver mediante la siguiente
metodologia.

a) Datos del problema.

b) Incdgnitas del problema.

c) Identificacion de las formulas a utilizar.
d) Solucion del problema.

e) Interpretacién de resultados.

PROBLEMARIO I: PERIMETRO, AREA Y VOLUMEN

1.-En las fiestas de un pueblo han montado una carpa para las verbenas, cuya
forma es la de un poligono regular de 11 lados. La carpa esta rodeada por una
guirnalda con bombillas que tiene una longitud total de 68 m. ¢Cuanto mide el
lado de la carpa?

2.- Una vela triangular de una barca se ha estropeado y hay que sustituirla por otra. Para
confeccionar la nueva vela nos cobran 21 euros por m?. ¢Cudnto costard esa nueva vela si
debe tener 8 m de alto y 4 m de base?

3.- Una empresa fabrica sombrillas para la playa. Para ello usa tela cortada en forma de
poligono regular. Calcula la cantidad de tela que necesitara para fabricar 36 sombrillas de
10 lados si sabemos que el lado mide 173 cm y su apotema mide 266,21 cm.

4.- Calcula el volumen, en centimetros cubicos, de una habitacién que tiene 5 m de largo, 40
dm de ancho y 2500 mm de alto.

5.- Una piscina tiene 8 m de largo, 6 m de ancho y 1.5 m de profundidad. Se pinta la piscina
a razoén de 6 euros el metro cuadrado.

a) éCudnto costara pintarla?
b) ¢ Cudntos litros de agua seran necesarios para llenarla?

6.- En un almacén de dimensiones de 5 m de largo, 3 m de ancho y 2 m de alto queremos
almacenar cajas de dimensiones de 10 dm de largo, 6 dm de ancho y 4 dm de alto. ¢ Cudntas
cajas podremos almacenar?

7.- Calcula la altura de un prisma que tiene como area de la base 12 dm? y 48 litros de
capacidad.

8.- La clpula de una catedral tiene forma semiesférica, de radio 50 m. Si restaurarla tiene
un costo de 300 euros el m?, ¢a cudnto ascenderd el presupuesto de la restauracién?

9.- Para una fiesta, Luis ha hecho 10 gorros de forma cénica con cartdn. ¢Cudnto cartén
habra utilizado si las dimensiones del gorro son 15 cm de radio y 25 cm de generatriz?

10.- Calcula la cantidad de hojalata que se necesitara para hacer 10 botes de forma cilindrica
de 10 cm de didmetro y 20 cm de altura.




Programa educativo

Unidad

1 Asignatura: Funciones Matematicas

Practica N°:

1.2 Nombre de la practica: Trigonometria

Nombre

Integrante(s):

Introduccion:

La palabra “Trigonometria” procede del griego y su significado es “medida de tridangulos”. Asi, se considera
la trigonometria como aquella parte de la matematica que trata de los elementos de los tridngulos, tanto

planos como esféricos.

No obstante a pesar del concepto de trigonometria que se acaba de ofrecer, hoy en dia la trigonometria
posee otras muchas importantes aplicaciones que no se refieren especificamente a los tridngulos. Muchos
fendmenos fisicos se representan de un modo regular o periddico, por ejemplo, el movimiento de un
péndulo oscila de modo regular; el voltaje de un circuito de corriente alterna oscila constantemente entre
los valores positivos y negativos; incluso las estaciones del aio tienen un ciclo perfectamente definido. Por
lo anterior, se dice que estos fendmenos tienen cambios periddicos. Para el estudio de estos cambios

periddicos, se usan modelos matematicos, en los cuales las funciones trigonométricas son fundamentales.

Objetivo:

Conocer y aplicar las relaciones de logrtgulos, las leyes del comportamiento de las func

trigonométricas, asi como los principios de los mismos y la integracion a las ciencias exactas y a la




Marco
Tebrico:

ANGULOS Y TRIANGULOS

Un angulo es negativo si su
sentido de giro es a favor de
las manecillas del reloj.

DEFINICION FIGURA OBSERVACIONES
Angulo. Es la abertura E Donde:
- - o = Angulo
formada por dos semirrectas f,./’ _ .
unidas en un solo punto o~ _D - Ué.'.h.':‘:"'
llamado vértice. 5 © OA = Lado inicial
0 A OB = Lado terminal
, . fﬁ' B .
Un angulo es positivo si su y Observe que se mide en
sentido de giro es contrario a ,qi , sentido que indica la
las manecillas del reloj. /” *ﬁ 28,0 flecha.
0 A

Observe que su medida
en sentido que indica la
flecha.

Clasificacién de angulos:

a) Por su magnitud los dangulos se clasifican en:

Nombre y definicion

Angulo agudo. Es aquel cuya
magnitud es menor de 90° .

Angula recto: es aquel que mide
exactamente 90° . Y se marca con

un pequero
vértice.

rectangulo en el

Caracteristica

AOB < 90°

90.0 °

AOB = 90°




Angulo obtuso. Es aquel cuya B
magnitud es mayor de 90° y menos \
a 180° . C 119.0 * a0° <« AQOB <
Ne— 180°
180,0 °
Angulo colineal o llano. Es aquel :
cuya magnitud es igual a 180° . B N
0 AOB = 180°
Angulo entrante. Es aquel cuya %iu‘
magnitud es mayor de 180° y N
menor de 360° . My A 1180° Sﬁﬁéﬁ;DB <
"
B
360.0
Angulo perigono. Es aquel cuya o
i i { A
magnitud es igual a 360° . { - ,I - AOB = 360°
b) Por su posicidn los dngulos se clasifican en:
Nombre y definicion figura Observaciones
Angulos adyacentes. Son los B-\\ A
que estan formados de manera S Son 3“9”'*3'?
que un lado es comun y los b 7 4 adyacentes:
otros lados pertenecen a la b {G} d
misma recta. N
B N ab : bc; cd |
C D d.a
Angulos opuestos por el B, A
vértice. Son dos angulos que se R i Ang;lcé? :grzizﬁos
encuentran uno enfrente de otro i ,w\;’ P ’
al cruzarse dos rectas en un 0%
: AN AOB = COD
punto llamado vértice. r . AOD = BOC
c "D
Angulos Complementarios. Son y
dos & mas angulos que al - B o
sumarlos su resultado es igual a 5?":'__,- =4 AOB +BOC = 90
.~ 33,0

90-.

33° + 57° =90°




Angulos suplementarios. Son o B
dos 6 mas angulos que al . » AOB+BOC+COD
sumarlos su resultado es igual a . 805 ® / = 180°
180° \{,F__/
51.5 ° % 48,0 48° + 80.5° +
D 0 Al 515°=180°
Angulos conjugados. Son dos 2.
¢ mas angulos que al sumarlos ——me- %_,— A
su resultado es igual a 360° /,x_,x/ AOB + BOA =
/// I35.“I SEDQ
B
TRIANGULOS

figuras:

% lado vertice
vértice—
lado / lado
vérticed,
lado™, __—4veértice
— lado

Es un poligono el cual estd limitado por tres lados los cuales forman entre si tres angulos, también se puede

definir como el plano limitado por tres rectas las cuales se cortan dos a dos.
El punto en el cual se unen los puntos o se cruzan las rectas se llaman vértices y los segmentos de recta son

conocidos como lados, las partes interiores se llaman dngulos esto lo podemos observar en las siguientes

vartice
£

lado | (
\

/
%

/
\

" ! ""'.
verfice — wWOMiCe

lado




figuras:

oy
i

L

L

Los triangulos se pueden clasificar

a) Porla magnitud de sus lados.

observa en la figura.

S 'f' ")

Ao o\,

C

Un tridngulo se denota colocando tres letras mayusculas en sus vértices y en los lados opuestos se colocan
las letras minusculas que correspondan en conclusién podemos decir que un tridngulo estd compuesto por

tres elementos que son: 3 angulos, 3 lados y tres vértices, lo cual lo podemos observar en las siguientes

b) Por la magnitud de sus angulos.

1.- Por la magnitud de sus lados tenemos:

Equilatero.- En este tipo de triangulo se observa que sus tres lados tienen la misma magnitud como se

Isésceles.- En este caso dos de sus lados son iguales mientras que el tercer lado es diferente y esto lo

podemos observar en la figura siguiente:

Caracteristicas:

a=b=c Tres lados iguales
Tres angulos interiores

La=2pB=2Ly
iguales




Caracteristicas:

Dos lados iguales y uno

diferente.
Dos angulos interiores
iguales y uno diferente.

Escaleno.- En este ultimo tridngulo la magnitud de sus lados es diferente completamente, esto lo

observamos en la figura siguiente:

C
/ﬁ}\ Caracteristicas:
b \ &
/ x azb=c
AL YA g :
C LAz LB LY

2.- Por la longitud de sus angulos.

Tres lados diferentes

Tres angulos interiores
diferentes.

Obtusangulo.- Es aquel que tiene un angulo obtuso como el que se muestra en la siguiente figura:

£ Caracteristicas:
\\:Nr"“- a azb=c¢
b'-__" . Za > a0°
O -HH-\-"'\-\.\_\_
R
hu 8 n

Tres lados diferentes
un angulo mayor de 90°




Acutdngulo.- es el que tiene sus tres angulos agudos, como el que se muestra en la siguiente figura.

C
¥ Caracteristicas:
b a
a=b=c Tres lados diferentes
52 g 5 ZazspB#2y<90° Tres angulos diferentes
C

Rectangulo.- Este tipo de tridngulo tiene un angulo recto (90°), mientras que sus otros dos lados tienen

nombres especiales.

B Caracteristicas:
J\%\._ a , b =se llaman catetos, son los lados que
B Y & forman el angulo recto.
a
B ¢ = es la hipotenusa es el lado opuesto al angulo
c = 4 recto.

TEOREMA DE PITAGORAS

Un triangulo rectangulo es un triangulo que tiene un angulo re®o B@eorema de Pitagoras es una te
de los angulos rectos que fue descubierta alrededor de 2&60@tadis por un matematico griego llam
Pitagoras. Esta teoria se llama teorema porque Pitagoras pudo dequestiacierto para todos los triang§

rectos sin ninguna excepcion.

Hipotenusa

/’

Cateto

Tl

Cateto




Los catetos son los lados que forman el &ngulo recto. La hipoesiakkdo que esta frente al &ngulo r

ya que el angulo recto siempre es el méas grande de cualquier triangulo, la hipstemysa es el lado
largo del mismo triangulo recto.

Ahora veamos lo que dice el Teorema de Pitagoras. Suponga queprgdentan el largo de los catetog|y ¢
por la mediad de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo.

El Teorema dice que si elevas al cuadrado los catetos, luego la suma de esos cuadrados es igualj
de la hipotenusa, como se muestra en la siguiente figura.

d c

Teorema de Pitagoras

a’?+ b? = ¢?




RAZONES Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Un angulo es la porcidn de plano limitada por dos semirrectas con origen en un mismo punto. Las semirrectas
se llaman lado inicial y final. Al origen comun se le denomina vértice del angulo. Los dngulos positivos se
miden en sentido contrario a las agujas del reloj y los negativos en el mismo sentido. La trigonometria
estudia las relaciones entre los lados y los dngulos de los tridangulos. Su etimologia proviene de trigono

(triangulo) y metria (medida). Sea el siguiente tridngulo rectdngulo:

hipotenusa

b | cateto cpuesto

cateto adyacente

Se definen las siguientes razones trigonométricas directas para el angulo a:

cateto opuesto b cateto adyvacente g
senp: SN =———————=— cotangente: COL Ot = e
hipotenusa c cateto opuesto b
" cateto adyacente a . hipotenusa _a
coseno: COSOL= =— secante: Sec o= ==
hipotenusa c cateto advacente ¢
cateto opuesto b - hipotenusa ¢
tangente: 1an o= == cosecante; C8COL=———"""——=—
cateto advacente a cateto opuesto b

En términos de variables, las funciones trigonométricas son: y = sen x, y = cot X, y = Cos X,

y=secx, y=tanx, y=cscx




De las definiciones anteriores, se puede concluir que:

sen x Cos X 1
an x = col x = =
CDs X sen x lan x
] 1
SRl X = C3C X =
COs X S5€INn X

En caso de tener el valor de la razén trigonométrica, para obtener el angulo, se aplica la razén
trigonométrica inversa. Las seis razones trigonométricas inversas para el angulo a son las siguientes:

i =1 . e O
seno inverso: O = 5en X cotangente inversa; Ol =Col X
" e =1 . =]
coseno inverso: 0L =C05 X secante inversa: ol=sec x
: =] ; |
tangente inversa: L=1an Xx cosecante inversa; (L =Cs5C X

LEY DE LOS SENOS
La ley de los senos es una herramienta basica para resolver tridngulos de cualquier tipo y establece que:

a b . ¢
senAd senB senC

Esta ley se utiliza cuando se conocen:

1) Dos angulos interiores del tridngulo y uno de sus lados.
2) Dos lados del triangulo y el dngulo opuesto a cualquiera de estos lados.




LEY DE LOS COSENOS

Al igual que la ley de los senos, la ley de los cosenos también es una herramienta basica para resglver

triangulos de cualquier tipo y establece que:

a’?=b%*+ c¢* —2bccos A

b’ =a*+ c*—-2accosB

cZ=a*+ b*—-2abcosC

Esta ley se utiliza paeterminar la longitud de un lado del triangulo cuando se conocen los otros df
y el angulo opuesto al lado que se desea calcular. También se utiliza cueodocss los tres lados de
triangulo.

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

es valida para todos los valores del dngulo en los que estan definidas iasefurfg las operacio

Una identidad trigonométrica, es una igualdad entre expresiones que contienen funciones trigonf_)l
aritméticas involucradas). A continuacion se muestran los diferentes casos de las identidades trigo

omé



Identidades trigonomeétricas fundamentales

1
OIS gt e 2 PR o,
1. ese(r) n(z) 2. sec(r) ey
3. tan(r)= snfe) 4. cot(r)= cos(z)
cos(x) tan{x)
5. l4tan’(x) =sec(z) | 6. 14 cot’(z) =csc’(x)
7. sinl—z)= —sin{x) 8. cos(—r) = cos(x)
B, tan{—z) = —tan(x) ).  sin (—';- - J") = cos(z)
11. rm‘s(f_-; —r) =sin(z) | 12. tan (g—r} = cot(z)

Formulas de suma vy resta de angulos

1. sin{r+ y) =s=in(z) cos(y) + cos(x) sinfy) | 2. sin(r — y) = sin(x) cos(y) — cos(z) siny)
3. cos(r+ y) = cos(z) cos(y) —=in(z) sin(y) | 4. cos(z — ) = cos(z) cos(y) + sin(x) sin(y)
_ e B tan(z) + tan(y) : _ e tan(x) — tan(y)
5 tan{z+y)= I — tan(z) tan(y) 6. tan(r —y) = 1 + tan(z) tan(y)
Identidades de producto
.= 1 . 1
1. sin”(z)= 5 (1—cos(2x)) 2. cost (x) = 5 (1+cos(2x))
. 1, ; . 1
3. sin(z) cos(r) = = sin (2x) 4. sin(r) sin(y) = 5 (cos (r—y)—cos{z+y))
5. sin(z) cos(y) = é (sin(r—y)+sin(r+y)) | 6. cos(z) cos(y)= é (cos(r —y) +cos(z+y))

Formulas del doble de un éangulo

L. | sin(22) = 2 sin (z) cos(z)

3| cos(2z)=2cos? (r)—1

cos(2x) = cos” (x) — sin” (z)

2 ts :
tan (2x) = — .[,ljl
1 — tan~ (x)




PROBLEMARIO II: TRIGONOMETRIA

1.- ¢ Cuantos grados son 12° 48’ 30"?

2.- Escribe 265,63° en la representacion de grados, minutos y segundos?
3.- ¢ Cuantos grados son 3 11 rad?

4.- ; Cuantos radianes son 45°?

5.- Si el complemento de angulo x es 2x, ¢ Cual es el valor de x en grados?

6.- Si el suplemento del angulo x es 5x, ¢ Cual es el valor de x?

7
s
7

X /X

7.- Determinese los dos angulos x e y, cuya suma es 90 y cuya diferencia es 10.
8.- Hallense dos angulos complementarios tales que su diferencia sea 30°
9.- Hallense dos angulos suplementarios tales que el uno sea 20 mayor que el otro.

10.- ¢ Cuanto miden cada uno de los angulos interiores del siguiente triangulo?

11.- Escribe la definicién de bisectriz del triangulo.
12.- ¢ Qué es la mediatriz de un triangulo?
13.- ¢ Que es la mediana de un triangulo?




15.- Calcula la altura de un arbol que a una distancia de 10 m se ve bajo un angulo de 30°.

b4
200
30 v
P 10 m =
16.- Calcula x e y de la siguiente figura.
<
- 100 m
X y
17.- Halla la altura del cuerpo mas alto.
250
- _____;3;1\_»:/_
i
%EQ//
18.- Hallar la altura de la montafa.
_____I:;;;--——————:-?B
4000 m
300




19.- Para determinar la distancia a través de un rio recto, un topdgrafo elige los puntos P y Q en la rivera,
donde la distancia entre Py Q es 200m. En cada uno de los puntos se observa el punto R en la rivera opuesta.
El angulo que tiene lados PQ y PR mide 63.1° y el dngulo cuyos lados son PQ y QR mide 80.4°. {Cual es la
distancia a través del rio?

20.- Una rampa esta inclinada en un angulo de 41.3° con respecto del suelo. Un extremo de una tabla de
20.6 pie de longitud se localiza en el suelo en un punto P que estd a 12.2 pie de la base Q de la rampa, y el
otro extremo reposa sobre la rampa en un Punto R. Determine la distancia desde el punto Q hacia arriba de
la rampa hasta el punto R.

0.6 piw ‘_._-"'"‘ I
__rf‘__:_fﬂ'
e fe] !I 41.3°
- - . — —
1|— 13.2 pia "|

21.- Dos caminos rectos se cortan en un punto P y ahi forman un dngulo de 42. 6°. En un punto R sobre un
camino estd un edificio a 368m de P y en un punto S, en el otro camino esta un edificio a 426 m de P.
Determine la distancia directa de R a S.

-~

S

22.- Demostrar las siguientes identidades trigonométricas.




a)
1+tg’e=sec’ &

l+seca cosetl

l=csecer cosem—=1
b) -
c)
1. cose tgo = sena

2. senaseca = tgo

3. senacolga = cosSa
4. senatgoa + cose = secc
5. coseco — senoa = cotgear cosa

6. (sena + cosa)® + (sena — cosa)® = 2




Programa educativo

Unidad

1 Asignatura:

Funciones trigonométricas

Practica N°:

3 Nombre de la practica:

Geometria Analitica

Nombre Integrante(s):

Introduccion:

El objeto de este capitulo es presentar algunos de los conceptos fundamentales de
la Geometria analitica plana. Estos conceptos son fundamentales en el sentido de
gue constituyen la base del estudio de la Geometria analitica. En particular, se hara
notar como se generalizan muchas de las nociones de la Geometria elemental por
los métodos de la Geometria analitica. Esto se ilustrara con aplicaciones a las
propiedades de las lineas rectas y de las figuras rectilineas.

Objetivo:

- Identificar las coordenadas de un punto en el plano y conocer su interpretacion

geométrica.

« Reconocer y representar graficamente lugares geométricos de puntos a

distancia constante de los ejes.

« Expresar en una tabla de valores y representar graficamente las soluciones
de una ecuacion de primer grado con dos incognitas.
- Estudiar analiticamente la incidencia entre puntos y rectas.

« Estudiar las conicas




Marco Tebrico:

Segmento rectilineo dirigido.La porcién de una linea recta comprendida entre dos de sus
se llama segmento rectilineo o simplemente segmento. Los dos puntos se llaman extr
segmento.

Asi, en la figura 1, para la rectadB es un segmento cuyos extremos son Ay B. La lon
del segmento AB se representa Afr.

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, las longitudes de los segmentos @iﬁ

y BA, son las mismas. En Geometria analjtiseh embargo, se hace una distincién ent
signosde estas longitudes. Aséspecificamosarbitrariamentegue un segmentdirigido en uf

sentido seria considerado de longipakitiva, mientras que otro dirigido en sentido opuest
seria considerado como un segmento de longigativa.De acuerdo con esto, si especifical
gue el segmento dirigidAB tiene una longitud positiyaentonces el segmento dirigi@a#\ tiene

una longitud negatiyay escribimos.

AB = —BA.

La distancia entre dos puntsss define como el valonumérico o valor absoluto de la longitud
segmento rectilineo que une esos dos puliaepresentamos la distancia dppodemos escrih

d=|PiPi|=|zs — m],

O también,

d = |PzP1|= |I1—I:[.

Sistema coordenado en el plan&n un sistema coordenado lineal, cuyos puntos estéimgébbs
a estar sobre una recta, el,egs evidente que estamos extremadamente limitados en

investigacién analitica de propiedades geométriées, por ejemplg es imposible estudiar |

propiedades de los puntos de una circunferencia. Para extender la utilidad del método,
consideraremos ahora un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse
direcciones manteniéndose siempre en un plano. Este se llama sistema codridiémadsiong

o plang y es el sistema coordenado usado en la Geometria analitica plana

()

A

DS,

alitice




El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistgnaemas el mas importante, es
sistema coordenado rectanguld@amiliar al estudiante desde su estudio previo de Alge

Trigonometria.Este sistema, indicado en la figura 4, consta de dos réicigislasX’' Xy Y'Y,
llamadas ejes de coordenadagrpendiculareentresi.La recta X’ X se llama eje X;Y' Y es e

ejeY;y su puntode interseccio®, el origen Estos ejes coordenados dividen al plana@uatr
regiones llamadas cuadrantes numerados tal como se ewieafigura 2. La direccién positi

del ejeX es hacia la derechla direcci6n positiva del ej¥, hacia arriba.

Y
4
11 (- .+) I(+,+)
Bf~——- < P(z,y)
| |
| ]
I
' | -
b.¢ 5 < X
I {-,=) IV (4=
v
Figura 2

Distancia entre dos puntos dadosSeanP: (X1, y1), Y P2 (X2, y») dos puntos dados cualesqu

(fig. 3) . Vamos a determinar la distanciawtreP; y P,, siendod = [P1P2|. Por P1P2 tracemos Ig
PerpendiculareB1 Ay P2 D a ambos ejes coordenados, como se indica en la figura,ky se
punto de intersecci6n. Consideremos el triangulo rectamjueP2. Por el teorema de Pgérag

, tenemos

d*= P, Pi’= P2 E* + EP,".

[7a)

Jer]




B 711&1,31;
. C / P
X =X
j/ 3]
N R |

Fy(%4,y,) D E

Yl
Figura 3

La distancia dntredos puntos Bxi, y1), Yy P2 (X2, y2) esta dada por rmula

d= v — %)+ (y: — j;zjl’,

Divisién de un segmento en una razéon dad&i Pi (x1, y1), y P2 (X2, y2) son los extremos (

un segmento#, , lascoordenads (x, y) de un puntd® que divide a este segmermnla
razén dada = P1P : P2P son.

X1 + IXs yrtrys
= —— = f— 1'
T YT T

En el caso particular en quiees el punto medio del segmento diriglei®,, esr =1, de maner
gue los resultados anteriosss reducen a:

i + I _y1+ﬂs
£=—2 y W=- 2 .

Pendiente deunarecta. Dos rectas al cortarse forman dos pares de angulos opuestos pgf

vértice (fig.4). Por tantq la expresién el angulo comprendido entre dos reemambiguaya




gue tal &ngulo puede sereeb bien su suplemento @l Para hacer una distincion entre estos
angulos, consideremos que las rectas estan dirigidas y luego se establece lo siguiente.

Se llama &ngulo de dos rectas dirigidas al formado por los dos lados que se alejan del vé

ﬂ Il

Figura 4
Se llamgpendiente acoeficiente angulade una recta ka tangente de su angulo thelinacion

La pendiente de una recta (fig. 5) se designa comunmente por la letra m. Por
tanto, podemos escribir:

m=tga.

Yr
Figura 5

Si P1(xa, y1) y P2 (X2, y2) son dos puntos diferentes cualesquiera de una
recta, la pendiente de la recta es.

Yi— Y2
X1 — X3

m = ,xlixz

La linea recta: Llamamos linea recta al lugar geométrico de 10s puntos tales que taios|
puntos diferentes cualesquiefdi (X1, y1) Yy P2 (X2, y2) del lugar.

ti

DS




\U

Ecuacién de la recta que pasa por un puntg tiene una pendiente dadaGeométricament
una recta queda perfectamerdeterminada por uno de sus puntos y su direg
Analiticamente, la ecuacién de una recta puede estar perfectamente deterrsiecutzosie

las coordenadas de uno de sus puntos y su angulo de inclihgcgn tantq su pendiente

¥
4

P{I}\

levylj
X Q \ X

YI
Figura 6

La recta que pasa por el punto dadP1 (X1, y1) y tienel a pendiente dadan, tiene po
ecuacion fig. (6)

y—vi=mix —xi).

Ecuacion de la recta dada su pendientsu ordenada en el origerConsideremos una redtd
(fig. 7) cuya pendiente e y cuyaordenada en el origen.

y=mz+b.

Y
1
(0,b)
(z,y)
X 0 \ =X

Y
Figura 7




Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos daBogx1, y1) y P2 (X2, y2) (fig. 8)
tiene por ecuacion.

vy = AT e
y=—yn=3 o &-x), xi=x,
¥
A
Flzpy)
x* 0 X
/ﬂrﬂz]

r

Y
Figura 8

Ecuacion simétrica de la rectaean a# 0 y b# 0 los segmentade una recta determinada so
los ejes X y Y (fig. 9), es decir sus interseccidaetnces (a, 0) (0, b) son dos puntos de la re
La ecuacioén de la recta es:

. ¥ _
a + b L.
Y
(0,B)
X— 0 .{{ =X
Yﬂ'
Figura 9




Formageneral de la ecuacion de una recta. En 1los articulos prexedemos visto que
ecuacién de una recta cualquieem el plano coordenages de la forma lineal.

Az 4+ By + (=0,

en donde ya sea o0 B debe ser diferente de cer€ypuede o0 no ser igual a cero.

CASO |.B=0. SiB =0, entonced # 0, y la ecuacion generae reduce a la forma

T — —

1

CASO II. B #0.SiB #0, podemos dividir la ecuacion generalor B, y entonces por
trasposiciérse reduceala forma.

La distancia de d una recta AX + BY + C =0 a un punto dado P1
(x1, y1) puede obtenerse sustituyendo las coordenadas del punto en el primer miemp
forma de la forma normal de la ecuacion de la ecuacion de la recta. El valor esta dad
entonces por.

fan)

_ |Axi +By1 +C|

d st/
VA T B

ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA

Introduccidén. Después de la recta, la linea mas familiar al estudiante es la
circunferencia, pues la conoce desde sus primeros estudios de Geometria elemental.

Ecuacion de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacion de la circunferencia
se obtiene a partir de la siguiente

Definicion: circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un
plano de tal manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto
fijo de ese plano.

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se llama
radio.

La circunferencia cuyo centro es el punto (h, k) fig.10 y cuyo radio es la constante r,
tiene por ecuacion.

b de |




(x—h)?*+ (y -k}t =1,

Y
P (z,y)
/ 0 /
X- ' + >
’r x

4
d

C k)

-}rl
Figura 10

Para el caso particular en que el centro C est4 en el origen , h =k =0, se tiene la
siguiente ecuacion de la circunferencia:

-

¥+ yt=r

Parabola: Unaparabola (fig. 11)es el lugar geométrico de punto que se mueve enplang
de tal manera que glistancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre igu
distancia de un punto fijo del plano y que no pertenecen a la recta.

Figura 11.




Ecuacién de la parabola de vértice en el origeyn eje un eje coordenado.

La ecuacion de una parabola de vértice en el origen (fig. 12) y eje el eje X, es
y* = 4px,

en donde el foco es el punto ( p, 0) y la ecuacion de la directrizes x=-p.Sip >0,
la parabola se abre hacia la derecha; si p < 0, la pardbola se abre hacia la izquierda.

T==p

Figura 12

Si el eje de una parabola coincide con el eje (fig.13) Y, y el vértice esté en el origen,
Su ecuacion es.

x' = 4py,

en donde el foco es el punto (0, p) , y la ecuacién de la directrizes y =-p. Sip > 0,
la parabola se abre hacia arriba; si p < 0, la parabola se abre hacia abajo.

10




g

F%W
GI; =X
{ [ y¥==p,p>0

(a)
Figura 13

La ecuacion de una parabola de vértice (h, k) y eje paralelo al eje X (fig. 14) , es
de la forma

(¥ —k)* = 4p(x — h),

Siendo |p| la longitud del segmento del eje comprendido enlre el foco y el vértice.
Si p > 0, la parabola se abre hacia la derecha; si p < 0, la parabola se abre hacia la
izquierda.
Y
|

Figura 14

Si el vértice es el punto (h , k) y el eje de la parabola es paralelo al eje Y, su ecuacién
es de la forma:

(x—=h)*=4p(y —k).
Elipse: Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de

tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre
igual a una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.

11




Figura 15

La ecuacion de una elipse de centro en el origen (fig. 15), eje focal el eje X, distancia
focal igual a 2c y cantidad constante igual a 2a es.

H 2
S+h =1,
—

h!
Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de
los focos sean (0, ¢) y (O, - ¢), la ecuacion de la elipse es.

xt
b

Para cada elipse, as la longitud del semieje mayorlebdel semieje menor,ay, b y cestary
ligados por la relacion

}.1
+_5__'ﬂ= 1.

a® = b* 4+ ¢,
También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es

2b*

a

Y la excentricidae est4 dada por la formula

=M{1_

¢
0 ——
A i

Ecuacion de la elipse de centr(h, k) y ejes paralelos a 10s coordenados.

La ecuacion de la elipse de centro el punto K , y eje focal paralelo al ej¥ (fig. 16) ,
esta dada por la segunda forma ordinaria,

12




x —h)? vy — k)?
el Akl o
¥ :
Y
A ’f‘
- -:-X’
0 I =X
Figura 16

si el eje focal es paralelo al eje Y , su ecuacién esta dada por la segunda forma
ordinaria

E“_;!hj: + (v ;k]‘t -1

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del semieje menor, c es
la distancia del centro a cada foco, y a, by ¢ estan ligadas por la relacion

al=h*4+¢*.

También , para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos
Es

2b*
a

y la excentricidact esta dado por la relacion

[\2—2——_—-{:]1

LAHIPERBOLA: Una hipérbola es el lugar geométrico de un punto que se
mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos del plano, llamados focos, es siempre igual a una
cantidad constante, positiva y menor que la distancia entre los focos.

La definicion de la hipérbola excluye el caso en que el punto mévil se mueva sobre la
recta que pasa por 10s focos a excepcion del segmento comprendido entre ellos.

13




Primera ecuacion ordinaria de la hipérbola.

La ecuacion de la hipérbola de centro en el origen , eje focal coincidente con el eje X
, y focos los puntos (¢, 0) y (- ¢, 0), es

x: F’
e el

Si el eje focal coincide con el ejes Y, de manera que las coordenadas de los focos
sean (0,c)y (0, - ¢), entonces la ecuacion es

y:ox
TR 1.

Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso, b la del semieje
conjugado, c la distancia del centro a cada foco ,y a, b, ¢ estan ligadas por la
relacion

¢! = a' + b,
También, para cada hipérbola, la longitud de cada unsuelados rectos es

2b*

a

y la excentricidace esta dada por la relacion

2 2
a +h_}1‘
a

L&
e= — =
i

14




Problemas

PROBLEMARIO Ill: ANGULOS DE INCLINACION DE DOS RECTAS Y
PENDIENTE DE UNA RECTA

1. Digase el dngulo de inclinacion de cada umna de las siguientes rectas diri-
gidas: a) Eleje X. b)) Eleje Y. ¢) Una recta paralela al eje X v diri-
gida hacia la derecha. d) WUna recta paralela al eje X v dirigida hacia la
izguierda.

2. Digasela pendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a) ElI
eje X. b) Una recta paralela al eje X v dirigida ya sea a la derecha o a la iz-
guierda. ¢) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I. d) La
recta que pasa por el origen v biseca al cuadrance I1 '

3. Demostrar ¢l teorema 4 del Articulo 8, empleando una figora en la cual
el ingulo de inclinacidn a sea obtuso.

4, Hallar la pendiente ¥ el ingulo de inclinacidn de la recta que pasa por los
puntos (=3, 2) v (7. = 3).

5. Los vértices de uwp triangulo son los pantos (2, —2), (=1, 4} ¥
{4, -%). Calcular la pendiente de cada uno de sus lados.

6. Demostrar, por medio de pendientes, que los puates (9, 2), (11, &),
{3, 5) vy {1, 1) son vértices de un paralelogramo.

7. Una recta de pendiente 3 pasa por el punto {3, 2). La abscisa de oteo
punto de la recta ex 4. Hallar su ordenada.

8. Ura recta de pendiente — 1 pasa por el punto (1. 7) v poer los puntos
AvB. S5ilaordenadade A es3 vy 1a abscisade B esb, jcoil es la abscisa de A
y cudl 12 ordenada de B?

9. Tres de los vértices de un paralelogramo son (=1, 4), {l. =1} ¥
(6. 1}. Sila ordenada del cnarto vértice ¢s 6, Jcudl es su abscisa?

15




PROBLEMARUI IV: DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DADOS, Y DIVISION DE UN SEGMENTOS
EN UNA RAZON DADA

1. Hallar el perimetro del cuadrildtero cuyos vértices son (— 3, —1),
(0, 3y, (3, 4), (4, —1).

2, Demostrar que los puntes {(—2, —1), (2. 2). (5. —12). son los
vértices de un tridngulo isdsceles,

3. Demostrar que los puntos (2, =2), (=8, 4), (5, 3) son los vértices
de un tridngulo rectingulo, y hallar su irea,

4. Demostrar gque los tres puntos (12, 1), (=3, =12), (Z, = 1) sen
colineales, es decir, gue estin sobre una misma linea recta.

6. Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5). (7. 2). (4, —1) son los
virticer de un cuadrado.

6. Los vértices de un tridngulo som A (3, 8), B(2, = 1) vy C(b, = 1).
S5i D es el punto medio del lado BC, calcular la longitud de 1a mediana AD.

7. Demostrar que log coatre puntos (1, 1), (3. 5), (1L, &), (9. 2)
gon los vértices de nn paralelogramo.

B. Calcular el drea del tridingulo cuyos vértices son los puntos (0, 0),
(1, 23, (3, —4). Sugestidn. Usese la segunda férmula del Apéndice A, 1.

9. Uno de losextremos de un segmento rectilineo de longitud § es el punto
(3, —2). 5ilaabscisa del otro extremo e & hallar su ordenada, (Dos solu-
ciones.)

10. Determinar la ecuacidn algebraica que expresa ¢l hecho de que el punito
(x. y) equidista de los dos puntos (=3, §), (7, —9).

11. Hallar los puntos de triseccién y el punto medio del segmente cuyos
extremos son los puntos (— 2, 3) y (b, — 3).

12. Los puntos extremos de un segmento son P, (2, 4) v P(8. — 4).
Hallar el punte P{x. y) que divide a este segmento en dos partes tales gue

P:P: PP, =—12.

13. Uno de los puntos extremos de un segmento es ¢l punte (7, 8), v su
punta medio es (4, 3). Hallar el otro extremo.

16




PROBLEMARIO V: PENDIENTE DE UNA RECTA

10, Hallar los ingulos interiores del tridngulo cuyos vértices son los puntos
(=2, 1), 3, 4) v (5, =2). Comprobar los resnltados.

11. Demostrar que los puntos (1, 1}, (5, 3}, (8, 0) v (4, —2) son vér-
tices de un paralelogramo, ¥ hallar su dngulo obtuso.

12. Demostrar que los puntos {1, 1), (5, 3) ¥ (6, — 4) son vértices de
un tridngule isésceles, ¥ hallar uno de los dngulos iguales.

— 13, Hallar los- ingulos del cuadrilitero cuyos vértices som los puntos
(2, 3), (7. 3), (6, 1)y (0, 0), Comprobar los resultados,

-—u- 14, Dos rectas se cortan formando un dngulo de 135°, Sabiendo que la recra
final riene una pendiente de — 3, calcular 1a pendiente de la recra inicial.

= 15, Dos rectas se cortan formando un dingulo de 45°. La recta inicial pasa
porlos puntos {— 2, 1) v (9, 7) v la recta final pasa por ¢l punto (3, 9) ¥
potel punto A cuya abscisa es — 2. Hallar la ordenada de A.

16, Hallar el irea del tridngulo cuyos vértices son A(l, —3), B(3, 3) v
C{6, — 1) empleando el seno del ingole BAC. Sugestidn. Ver Apéndi-
ce IC, 12,

*17. Por medio de las pendientes demuéstrese que los rres puntos (6. — 1),
(2, 1) y (=2, 4) son colineales.

18. Una recta pasa por los dos puntos (—2, —3), (4, 1}). Si un punto
de abscisa 10 pertenece a la recta, jeundl es su ordenada?

18. Hallar la ecuacidn a la coal debe satisfacer cualguier punto P(x, y) que
pertenezca a la recta que pasa por los dos puntos (2, —1). (7, 3).

~+.~20, Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualgquier punto P({x. )
que perténezca a la recta que pasa porel punto (3, — 1) ¥ gue tiene una pen-
diente igual a 4.

21, Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (— 2, 5) v (4, 1}
es perpendicular a la que pasa por los dos puates (— 1, 1} v (3, 7).

22, Una recta |y pasa por los punros (3, 2) v (— 4, — &), v otra recta {;
pasa por el punto {—= 7, 1) v el punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs-
cisa del punto A, sabiendo que !, ¢5 perpendiculara [s.

23, Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8, — 1) v (=2, 1) s2on los
vértices de un tridngulo rectingulo, y hallar sus dngulos agudos.

24, Demostrar que los cuateo puntes (2, 4), (7. 3}, (6, =) vy (1, =1}
son vértices de un cuadrade y que sus diagonales son perpendiculares v se dividen
mutuamente en partes iguales.

PROBLEMARIO VI: ECUACION DE LA RECTA

1. Hallar la ecuacidn de la recea que pasa porel punto A(l, 5} y tiene de
pendiente 2.

2. Hallar la ecuacidon de la recta que pasa por ¢l punto A(—6, — 3} ¥ tiene
un angulo de inclinacidon de 43°.

3. Hallar 1a ecuacidn de la recta cuya pendiente ez — 3 § ¢uya intercepeidn
conmeleje Y ex — 1.

4. Hallar l1a ecwacion de la recta que pasa por los dos puntos A (4, 2} y
B(—5%, 7).

6. Los vérrices de un cuadrilitero son A0, 0y, B(2, 4), C(6, 7), D (8, 0).
Hallar las ecuaciones de sus lados,
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6. Lossegmentos que una recta determina sobre los ejes X vy Y sonl y -3,
respectivamente, Hallar su ecuacida,
7. Una recta pasa por los dos puntos A(—=3, — 1) v B{2, —&). Hallar
g ecuacidn en la forma simétrica,
8. Una recta de pendiente = 2 pasa por el punto A(= 1, 4). Hallar zu
ecuacidn en la forma simétrica.
9. Hallar la ecuacidn de la mediatriz del segmento A(— 3. 23, B(l. &),
10. Una recta pasa por el punto A (7, 8) v es paralela a la recta C(—2, 2)
y D(3, — 4). Hallar su ecuacidn,
11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por ] punte A{— 2, 4), ¥
determina sobre el eje X el segmeénto — 9.
12, Demostrar que los puntes A(— 5, 2}, B{1, 4) y C{4, §) son cali-
neales hallande la ecuacidn de la recta que pasa por dos de estos puntos.
13. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados
determinan en la recta S x+ 3y — 15 =0,
Losejercicios 14-21 se refieren al tridingulo cuyes vértices son A(— 2, 1},
E{4, 7} y C{b. =3).
14. Hallar las ecuaciones de los ladaos.
16, Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por el vértice A y es paralela al
lado opuesto BC.
18. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por el vértice B vy trisecan
al lado opuesto AC.
17. Hallarlos viértices del tridngulo formado por las rectas gque pasan por los
vértices A, B ¥ C ¥ son paralelas a los lados opuestos.
1B. Hallar las ecuaciones de¢ las medianas y las coordenadas de su punto de
interseccidn.,
18, Hallar las ecuaciones de las mediatrices de los lados v las coordenadas de
su punto de interseccion. Este punto se llama circuncentro.
20. Hallar las ecuaciones de las alturas ¥ su punto de interseccion. Este
punto s¢ llama artocentro.
21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado AC.
A partir de estas coordenadas hillese 1a longitud de la altura ¥ luego el irea del
tridngulo.
22. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es — 4, y que pasa por el
punto de interseccidn de lasrectas 2x +y — 8 =0y 3 x -2y +9=10.
23. Las ecuaciones de los lados de un cuadrilitero son 3 x — By 4 36 =10,
x+y—10=0 Ix—8y—-19=0y x4y+1=10 Demostrar gue la figura
¢s un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vértices.
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PROBLEMARIO VII: ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA FORMA ORDINARIA

2. Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los puntos
A(2. 3) vy B{—4, 5). Hallar la ecuacidn de la curva.

3. Hallar la ecoacidn de la circunferencia cuyo ceniro es el punte C(7. =0}
¥ que pasa por el punto A (2, 7).

4. Hallar la ecuaciéon de la circunfercncia de centro C(2, — 4) ¥ que es
rangente al eje Y.

5. Una circunferencia tiene su centro en el punto C(0, = 2) y es tangente
alarecta 5x — 12y + 2 = 0. Hallar su ecuacidn.

6. Hallar laecuacion de la circunferencia cuyo centro esel punto (—4, =)
¥ gue es tangente a la recta Jxe 4 2y — 12 = 0.

7. La ecuacion de wna circunferencia s (x — 324 (y 4+ 4) % = I,
Demostrar que el punte A(2, — §) es interior a la circunferencia y que ¢l
punto B{—4, 1) esexterior.

B. Hallar la ecuacidn de la circunferencia de radio d v cuve centro es el
punto de interseccion de las rectas 3o — 2y — M =0, Ie 47y +9=10.

9. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A {7, =3)
¥ cuyo ceatro es el punto de interseccion de las rectas 7 — Uy — W =0y
Py =y +2=20

10, Una coerda de la circonferencia x* 4 y? = 25 estd sobre la recta cuya
ecuacion es x — Jy + 25 = {. Hillese la longitud de la cuerda.

11. Hallar la ecuacion de 1a mediatriz de la cuerda del ¢jercicio 10, y demoas-
trar que pasa por ¢l centeo de la circunferencia.

Los ejercicios 12-16 se refieren al tridngulo cuyos vértices son A{= 1, 0},
B(2. %) y C(5. 0).

12. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuvo centro es el vertice A ¥ que
es tangente al lade BC.

13. Hallar la ecuacidon de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

14. Hallar la ecuacidn de la circunferencia inscrita al tridngulo.

15. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos medios
de los lados del triangulo.

Hallal: la :cua::fm dt h cucunf:rencu cuyo centro estd sobreel eje ¥ ¥
n por los puntos A (2. 2) v B(b6. — 4).
Una circunferencia pasa por los puntos A{— 3. 3) ¥ B(l. 4) ¥ su
:sta sobre la recta 3x — 2y — 23 = (0. Hillese su ecuacidn.
? Las ecuaciones de los lados de un triingulo son 9x 4 2y 4 13 =0,
8y — 47 =0y x —y—1=0. Hallar la ecuacidn de la circunfereacia
:lrc scrita.
La ecuacién de una circunferencia es x? 4 y? = 50 E| punto medio de
una cu:tda de esta circunferencia es el punto {— 2, 4). Hallar la ecuacidn de la

L; ecuacién de una circunferencia es (x— 4)2 4 (y — 3)? = 20.
H:] 1: ecuacidn de la tangente a este circulo en el punte (6. 7).

La ecuacion de una circunferencia es (x4 2)% 4 (y—3)9 = 5,
H:ll;r la ecuacién de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto

. (Dos soluciones. )

Hallar la ecuacitén de la circunferencia gue pasa por ¢l punto A (7, —7¥)

yestangente alarecta x — y — 4 = 0 ¢n el punto B(3, — 1),
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PROBLEMARIO VIII: PARABOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco, la ecdacidn
de la directriz ¥ la longitud del lado recto para la ecunacidén dada, y discutir el
lugar geométeico correspondiente.

1. H’“ll‘-x. 3. g:-l—gxn[}.
2. x¥ =2y 4, x4+ 2y =0,
6. Deducir y discutir 1a ecnacidon ordinaria x? = 4py.
6. Hallar un procedimiento para obrener puntos de la paribola por medio
de escoadras y compis, cuando se conocen el foco y la direceriz.
7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la paribola por medio
de escuadras ¥y compis, si se dan el foco y el vérrice,
8. Hallar la ecuacidn de la paribola de wértice en el origen ¥ foco ¢l pun-
to (3, 0}, '
9. Hallar la ecoacidn de la paribola de vértice en el origen ¥ foco ¢l pun-
to (0, —3).
10. Hallar la ecuacidn de la paridbola de vértice en el origen y directriz la
tecta y — 5 =0,

11. Hallar la ¢emacidn de la pardbola de vértice en el origen v directriz Ja
recta ¥ 4+ ¥ =10,

12. Una paribola cuyo vertice estd en ¢l origen v cuyo eje coincide con 2l
eje X pasa porel punto (=2, 4). Hallar 12 ecoacidn de la paribala, las coor-
denadas del foco, la ¢cuacion de la directriz v la longitad de su lado recto,

13. Una cuerda de la paribela y? — d4x =10 ez on secmento de la rerta
x =1y 4+ 3 = 0. Hallar su lonritud.

14, Hallar la longitud de la cuerda focal de la paribola x? 4 8y = 0 que e:
paralela a la recta 3x 4 dy = 7 =10,

15. Demostrar que la longited del radio vector de cpalguicr punto
Pilxy. w1} dela pardabola y? = dpx esiguala |x: + p |

16, Hallar 1a lengitud del radio vector del punto de 1a paribola g2 —%x =10
cuya ordenada es igual a 6.

17. De un puonto cualguicra de una pardbola se traza una perpendicular al
¢j¢. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto
¥ la porcidén del eje comprendida entre el vérnice y ¢l pie de la perpendicular.

18. Hallar la ecuacidn de la circunferencia que pasa por el vértice v los pua-
tes extremos del lado recto de Ia paribaola £ — 4y = 0.

19} Los extremos del lade recto de una paribola cualguiera se unen con el
purto de interseccidn del eje con la directriz. Demostrar gue estas rectas son
perpendiculares entre 5i.

20. WUna circunferencia cuyo centro es el punto {4, — 1) pasa por ¢l foco
de la paribola x* 4 16y = 0, Demostrar que es tangente a la direceriz de la
paribola,
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PROBLEMARIO IX: PARABOLA CONCENTRO (h,k)

8. Hallar la e:u.lci-c'::i de la paribola cuyos vértice y foco sam-los puntos
(3. 3) vy (3, 1), respectivamente. Hallar también la ecuacidn de su dicectriz y
la longitud de su lado recto. s
9, Ladirectriz de una pardbolaeslarecta y— 1 =0, y su foco es el pun-
to (4, — 3). Hallar la ecuacidén de la paribola por dos métodos diferentes.
La directriz de una pardbola es la recta x + 5§ = 0, y su véctice es el
punte (0. 3). Hallar la ecuacidn de la paribola por dos métodos diferentes.

En cada uno de los ejeccicios 11-15, redizcase la ecvacidn dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacidn de la paribola, ¥ hallar las coordenadas del vér-
tice ¥ del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lade recto.

11, 4y? — 48x — 20y = 71. 14. 427 + 48y + 12x = 199,
12, 9x? 4 24y 4+ 72y 4+ 16 =10, 16. y = ax? 4 bx + ¢.
13, y*f4x =7

16. Resolverel ejemplol del Articulo 56 trasladando los ejes coordenados.

17. Resolver el ¢jercicio 14 trasladando los ejes coordenados.

18, Discutir |a ecuacién Ax?+ Cyd4+-Dx+ Ey+F=l cuando A mE = F =)
yC=#0 D=0

18. Resolver el ejemple 3 del Articulo 56 tomando la ecuacidn en la forma
(y—R)E=dp(x —h).

20. Hallar las coordenadaa del foco ¥y el vértice. las ecuaciones de la direc-
triz ¥ ¢l ¢j¢, v la longitud del lade recto de la pardbola del ¢jemplo 3 del Ar-
ticulo 36.

21, Determinar la ecuacién de la familia de paribolas que tienen un foco
comin (3, 4) ¥ un eje comin paralelo al eje ¥

- 22, Laecuacidén de una familia de paribolases y = 4x? + 4x 4 . Discutir
como varia el lugar geométrico ciando se hace variar el valor del parametro c.

2%, La ecuacién de una familia de paribolas es y = ax? 4 bx. Hillese la
ecuacién del elemento de la familia gue pasa por los dos puntes (I, 8)
:.I' — Ir s} "

Hallar 1a ecuacidn de la paribola cuyo eje es paralelo al eje X .y que pasa
por los tres puntos (0, 0), (8, —4) y (3, 1).
. Hallar 1a ecuacidn de la pardbola de vértice el punto I['l. — 1), eje la
recta y + 1 = 0y que pasa por el punto (3, — 3}
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PROBLEMARIO X: ELIPSE CON CENTRO EN EL ORIGEN

En cada uno de los ejercicios ©-9, hallar las coordenadas de los vértices y
focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud
de cada uno de sus lados rectos de la elipge correspondiente. Trazar y discutir el
lugar geométrico.

6. 9xt 4 4y? = 36, 8. 16x7 4 2547 = 400,
7. 4x? 4 9y =36, 9. x? 4 3y? = 6.

10, Hallar la ecuacién de la elipse cuyos vértices son los puntos (4, 0},
(—4, 0), y cuyos focos son los puntes (3, 0}, (— 3, 0).

11. Losvértices de una elipse son los puntos (0. 6). (0, — &), y sos focos
son los pantos (0, 4), (0. — 4)}. Hallar su ecuaciéa,

12. Hallar la ecwacidon de la elipse cuyos focos son los puntos (I, 0),
(=2, 0), ¥ suexcentricidad es igual a 3.

13. Los focos de una elipse son los puntos (3, 0), {(— 3, 0}, ¥ la longitud
de uno coalguiera de sus lados rectos es igual a 9, Hallar la ecuacidn de 1a elipse.

14. Hallarla ecuacidn v la excentricidad de la elipse que tiene su centro en ¢l

origen, uno de sus vértices en el punte (0, —7) v pasa por el punto (\*"_F' ’ _I]i .

15. Una elipse tiene su centro en el origen y % ejé mayor coincide con ]
eje X. Hallar su ecuacién sabiendo que pasa por los puunlos (v 6, — 1)y

(2, v'2).
. : V7 .
16. Hallar la ecuacidn de la elipse que pasa por ¢l punto - 3 ). tiene

su centro en el origen. su eje menor coincide con el ej¢ X ¥ la longitud de su
eje mayor es el doble de la de su ¢je menor. -_/

17. Demostrar que la longitud del ¢je menor de una elipse es media proper L{‘
cional entre las longitudes de su eje mayor v su lado recto.

18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media
proporcional entre los dos segmentos del eje mayor determinados por uno de los
focos.

19, Demostrar que s5i dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi-
tudes de sus semiejes mayor ¥ menor son proporcionales.

20, Si Pi(xy. y1) es un punto coalquiera de la elipse b2x®+afy? = a? b8,
demuéstrese qni;-"ius radios vectores son a 4+ exy ¥ @ — ex1. Establecer el signi-
ficado de la susha de estas longitudes.

21, Hallag los radios vectores del punato (3, 7{) que esti sobre la elipse
Jxd 4 loy? =112,
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PROBLEMARIO XI: ELIPSE CON CENTRO (h,k)
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6. Los vértices de una elipse son los puntos {1, 1) v {7. 1) ¥ su excentri-
cidad es 13, Hallar la ecuacidn de la elipse, las coordenadas de sus focos y las
longitudes de sus ejes mayor ¥ menor y de cada lado recro.

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, —2) vy (—4, —6), yvla
longitud de cada lado recto es 6. Hillese la ecuacion de la elipse y su excen-
tricidad.

8. ILosvértices de una ¢lipse son los puntos {1, —6) v (9, —&) y la lon-
gitud de cada ladeo recto es ¥, Hallar la ecuacién de la elipse, las coordenadas
de sus focos ¥y su excentricidad.

9. Los focos de nna elipse son los puntos (3, 8) y (3. 2}, v la longitnd
de su eje menor es 8. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de sus ver-
tices y su excentricidad.

10. EIl centro de una elipse s el punto (= 2. — 1) ¥ uno de sus vertices es
¢l punto (3, — 1). 5ilalongitud de cada lado recto es 4, hillese la ecuacion |
de 1a elipse, su excentricidad ¥ las coordenadas de sus focos.

11. El centro de una elipse es el punto (2, —4) v el vértice ¥ ¢l foco de un
mismo lado del centro son los puntos (=2, — 4) v {(— 1, — 4}, respectiva-
mente. Hallar la ecuacidn de la elipse, su sxcentricidad, la longitud Jde su eje
menor 7 la de cada lado recto.

12. Discutir la ecuacidn Ax? + Cy? 4+ Dx + Ey + F = 0 cuando A vy C
son ambos positives ¥y D = E = (.

Eu cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuacidn dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacidn de una elipse. y determinense las coordenadas del
centra, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor ¥y menoc, ¥ [a de cada
lado recto ¥ la exceatricidad.

13, x? 4 4y? —6x + l6y + 21 = 0.
14. 4x? + 9y + 32x — 18y + 37 = 0.
16, x4+ 4y — 0x — 40y + 1B = 0.
16, 9x? +4y? — 8y — 32 = 0.

23




PROBLEMARIO XII: HIPERBOLA
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En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecnacién dada de 1a hipérbola, hi-
llense las coordenadas de los vértices vy focos, las longitudes de los ejes transverso
¥ conjugado, la excentricidad y la longitod de cada lado recto. Tricese y disci-
tase el lugar geométrico.

6. 9x? — dy? = 36. 8. 9y? — 4x? = 36,
T. 4z — 92 = 36, 9, x¥ — 4ytm 4,

10, Los wértices de una hiperbola son los puntos V(2. 03, V/(— 12, 0},
¥ sus focos son los puntos F (3, 0), F'(— 3, 0). Hallar su ¢cvacidén y su ex-
centricidad.

11. EI| centro de una hipérbola estd en el origen, ysu eje transverso estd
sobre el eje Y. 5i nn foco ez el punto (0. 5) ¥ la excentricidad es igual a 3,
hiltlese la ecuacion de la hipérbola ¥ 1a longitad de cada lado recto.

12. Los extremos del eje conjugado de una hipérbola son los puntos (0. 3)
¥ {0. =—3), v la longitud de cada lado recto es ©. Hallar la ecuacidn de la
hipérbola ¥ su excentricidad.

13. Los vértices de una hipérbola son (0, 4), (0. —4), ¥ su excentricidad
es igual a 4. Hallar la ecoacidén de la hipérbola v las coordenadas de sus focos.

14. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el
eje X. Hallar su écuacion sabiendo que su excentricidad es 14 Ve ¥y que la
curva pasa por el punto (2, 1).

16. Una hipérbola tiene su centro en ¢l origen v su eje conjugado estd sobre
el eje X. La longitud de cada lado recto es 3, ¥ la hipérbola pasa porel punto
{— 1, 2). Hallar su ecuacidn.

16. Hallar la ecnacién de 1a hipérbola que pasa por los puntos (3, = 1) v
(7, B). tiene su centro ¢n el origen v el eje transverso coincide con el eje X.

En cada uno de los ejercicios 17-19, usando la definicidn de hipérbola, hallar
la ecuacidn de dicha curva a partir de los datos dados, Mediante an cambio de
coordenadas, poner la ecuacidn en la primera forma ordinaria.

17. Focos (=7. 3), (=1, 3); longitud del eje transverso = 4, .
18, Vércices (1. 4), (5, 4): longitud del lado recto = 5, -
19, Vértices (3, 4). (3, —2); excentricidad = 2.

Programa educativo

Unidad

Asignatura: Funciones Matematicas

Préactica N°:

Nombre de la practica: Funciones

Nombre Integrante(s):
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Introduccion:

Una funcion puede considerarse como una correspondencia de un céhgatolumerdg
realesx a un conjuntoY de nameros reales y, donde el nimero y es Unico para cad

especifico de x

Objetivo:

El alumno modelard mateméticamente con funciones problemas de su entorno para

describir su comportamiento.

Marco Tebrico:

Con frecuencia, en las aplicaciones practicas el valor de una variable depend
valor de otra, por ejemplo, el salario de una persona puede depender del ni
horas que trabaje; la produccion total de una fabrica puede depender del n(
magquinas que se utilicen; la distancia recorrida por un objeto puede depe
tiempo transcurrido desde que salié desde un punto especifico; el volumen de
ocupadopor un gas a presion constante depende de su temperatura; la resis
un cable eléctrico de longitute longitud fija depende de su diametro, etc. La rel
entre este tipo de cantidades suele expresarse mediante una funcion. P
exclusivosde este texto, las cantidades involucradas son nimeros reales.En

17, se muestra la correspondencia de una funcion.

Figura 17

Para denotar funciones se utilizan simbolos como f, g, y h. El conjunto X de I
numeros reales es el dominio de la funcion y el conjunto Y de nimeros reales
asignados a los valores de x en X es el contradominio de la funcién. EI domin

contradominio suelen expresarse en la notacién de intervalos.

Por ejemplo: Con notacion de intervalos, el dominio y contradominio de la furj

definida por la ecuacion

Lo
o

&
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es (-e0, +0) y el contradominio [0, o)

Tabla 1

x |y=1*

1 1

3 3

2 4

41 16

0! 0

-1 | 1
_3 ¥

Z 4 ¥: mimeros no
- 16 nimeros reales negativos

Operaciones con funciones y tipos de funciones.

Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante
sustraccion, multiplicacion y division de stelores. De acuerdo con esto, las nu
funcionesse conocen como las sumas, diferencias, producto y cociente

funciones originales.

Tabla 1 Definicién de la suma, diferencia, producto y cociente de dos funcig

Dadas las dos funciones fy g:
(i) su suma, denoiada por [ + g, es la funcidn definida por
(f + 2)x) = f(x) + g(x) y
{ii) su diferencia, denotada por f - g, es |a funcién definida por
(f - g)x) ‘—-Iﬂ.ﬂ - glx)
(iif) su producto, denotado por £+ g, es la funcidn definida por
(f - &)x) = fix) - g(x)
(iv) su coclente, denotado por ffg. es la funcién definida por
(flg)x) = flx)lglx)  gl=) = O

En cada caso, ¢l dominfo de la funcién resultante consta de aque-
llos valores de x comunes a los dominios de [y g, con el requeri-
miento adicional en el caso (iv) de que se¢ excloyan los valores de x
para los cuales g(z) = 0.
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Otra operacion entre funciones la obtencion de la funcién compuesta de

funciones dadas, (fig. 18).

contradominio
de [

darminio
de g

contrademinio de g
contradominio de f 2 g

Figura 18

Tabla 2 Definicidn de funcion compuesta

mrumm!y;.uhaﬁmmw
[ o g, estd definidar por

(f o gix) = flglx))

y ¢l dominio de f o g es el conjunto de 1odos los ndmeros x del do-
minio de g tales gue g(x) estd en el dominio de f.

Funcionpar y funcionimpar: Una funcion par es aquella cuya grafica es simg
con respecto al eje y, y una funcién imparagsella cuya grafica es simétrica

respecto al origen. A continuacion en la tabla 3 se presenta la definicién formal

funciones.

Tabla 3 Definicion de funcion par y funcion impar

(i) Una fumcion f es una funcidén par si para cada x del dominio de f,
J=x) = flx).

{(ii) Una funcidn fes una funcién impar si para cada x del dominio de
F f=x) = =f{z).

" En los dos incisos (i) y (ii) se sobrenticnde que —x estd en ¢l dominio
de f siempre que x lo esté,
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PROBLEMARIO XIlI: DIFERENCIA, PRODUCTO Y COCIENTE DE DOS FUNCIONE$

En los ejercicios 1 a 10, defina las siguientes funciones y determine el dominio de la funcidn

resultante:a)f+g; b)f—g; ¢)f.g;d)f/g; e) g/f.

L fla) = x =~ S:plx) = & = |
2. fix) = m.-t;g{.:]- =x!+ 1
3. _|”-." : 'l.'llg{_)” — i
x -1 x
4. flx) = Jx cpxy =4 xt
5 fix) = Jxiglo =2 -1
6. fix) = |x)igix) = |x =3
7. fix) = ¥ + l:plx) = Jx - 2
R Jlx) = ,-l = &, glx) |.: - 4
1 X
9 ) = ——;glx) = —
fx sz+]'1['“'I X =2
10. fix) = x%plx) = —
X

PROBLEMARIO XIV: FUNCIONES PAR E IMPAR

En los ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la grafica de la funcion y a pg
la grafica conjeture si la funcidn es par o impar o de ninguno de estos tipos. D

confirme su conjetura analiticamente.

3 () fix) = Ze* - Axf 4 1 (b)) gl = St s

3. (a) fix) = 2% + 25 + 2 b} gix) = 1% -

35 (&) fix) = 5% — Tk b) gix) = |x|

3. ia) flx) = ar® + ' ib) glx) = x* + |
3. (&) fi = 3 (bl glx) = 5«* - 4
38. (a) fix) = Ix] ) gix) = 2|x| + 3

X

Funciones con modelos matematicos.

En las aplicaciones del calculo, se necesita expresar una situacion del mundo
términos de una relacion funcional, denominamalelo matematicode la situaciory.
En este apartado esta destinado a proporcionarle practica en la obtencién de

funciones como modelos matematicos y al mismo tiempo para mostrarle algu

—J

las aplicaciones que encontrara posteriormente.

real el
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Aungue no siempre se emplea un método especifico para obtener un madelo
matematico, a continuacion se le presentan algunos pasos que le proporciong

procedimiento posible que debera seguir.

Tabla 4Sugerencias para resolver problemas que implican una funcién como

matematico

1. Lea el problema cuidadosamente hasta que lo entienda. Para com-
prenderlo, con frécuencia es dtil inventar un ejemplo especifico
que involucre una situacidn similar en la que las cantidades son
conocidas. Otra aywda es dibujar un diagrama si es posible, como
s& muestra en los ejemplos 4 y 5.

1. Determine las cantidades conocidas y desconocidas. Utilice un sim-
bolo, digamos x, para 1a variable independiente y un simbolo, por
decir f, para la funcién que se obtendrd; entonces f(x) simbolizard ¢l
valor de funcion. Como r y fi(x) son simbolos para representar mi-
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Por ejemplo, si la
variable independiente representa longitud y la longitud se mide en
pies, entonces si x es el simbolo para la variable, x debe definirse
como el mimero de pies de la longitud o, equivalentemente, x pics
es la longitud.

3. Anote cualquier hecho nomérico conocido acerca de la variable v
del valor de la funcidn.

4. A partir de la informacion del paso 3, determine dos expresiones
algebraicas en términos de la variable y del valor de la funcidn. De
estas dos expresiones forme una ecuacidn que defina la foncidn. Aho-
ra ya se tiene una funcién como modelo matemético del problema.

5. A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado el modelo .
matemdtico, para determinar las cantidades descomocidas, escriba
una conclusisn, la cual consista de una o mds oraciones, que respon-
dan a las preguntas del problema. Asegiirese de que la conclusién
contenga las unidades de medicion correctas.
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PROBLEMARIO XV: FUNCIONES CON MADELOS MATEMATICOS

En cadeejercicio, obtenga una funcion como modelo matematico de una situacion pa
Defina la variable independiente y el valor de la fun@émo un nimero e indique

unidades de medicion.

4. Para una cuerda g vibra, el mimero de vibraciones es
directamente proporcional a la raiz cuadrada de la ten-
sifim de la coerda, ¥ una cuerda particular vibra Bod veces
por segundo bajo una tensidn de 24 kg (a) Encuentre un
modelo malemético que cxprese ¢l mimero de vibracio-
nes como una funcidn de la ensado. (b) Determine el no-
mero de vibraciones por segundo bajo una tensidn de
6kg.

5. Los cargos de embarques se basan frecueniemente en una
férmula que proporciona el cargo minimo por libra confor-
me ] carpamenta se incrementa. Soponga que los cargos de
embarques son los siguientes: $2.20 por libra si el peso no
excede 50 1b; $2.10 por libra si el peso es mayor goue 50 |b
pero noexcede 200 1b; $2.05 por libra siel pesocs mayor que
200 1b. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el
costo total de un embargue como una funcidn de su peso. (b)
Dibuje la grifica de la funcidn del inciso (a). (¢) Determi-
ne el costo total de un embarque de 50 1b; 51 1b; 52 Ib; 53 1b;
200 Tb; 202 1b; 204 Ib y 206 1b.

6. En 1995, el pore de correo para una carta de primera ¢lase
se calculd como sigue: 32 centavos para la primera onza o
menos, ¥ 23 centavos por onza (o fraccién de onza) adicio-
nal para las siguientes 10 oz, () Encuentre un modelo
matemédtico que exprese ¢l porte de commeo para una cara
de primera clase, que no pese méds de 11 oz, como una fun-
ci6n de su peso. (b) Dibuje la gréfica de la funcién del
imciso (a). (¢) Determine ¢l porte de comeo para una car-
ta de pnmera clase que pesa 1.6 oz, 2 oz, 2.1 oz, 84 oz
y 1l oz

7. Elcosto de una llamada telefdnica desde Mendocino a San
Francisco durante ¢l horario de oficinas es 40 centavos por
el primer minwte v 30 centavos por cada minuto o fraccidn
adicional. (a) Encuentre un modelo matemdtico que expre-
s¢ ¢l costo de una llamada telefdnica, que no dura mads de
5 mun, como una funcitn de la duracidn de la llamada. (b)
Dibuje la grifica de la funcidn del inciso (a). (¢) Determine
el costo de una llamada telefénica que dura 0.5 min, 2 min,
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min.
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1L

1.

13.

El &rea de la superficie de una esfera es funcidn de su ra-
dio. 5i el radio de una esfera mide r centimetros ¥ A(r)
centimetros cuadrados es el drea de la superficie, entonces
Alr) = dxr®. Supomga que un globo mantiene la forma
de una esfera conforme se infla de modo gue el radio cam-
bia 2 una tasa constante de 3 cm/s. 5i fif) centimetros es
€l radic del globo después de r segundos, haga lo siguien-
ic: (a) calcale (A = f)r) ¢ interprete su resultado. (h) De-
termine ¢l drea de la superficie del globo despuds de 4 5

El volumen de una esfera es funcidn de su radio. Si el ra-
dio de una esfera mide r pies y Vir) pies cibicos es su
volumen, entonces V(r) = {#r'. Suponga que una bola
de nieve de 2 pie de radio comenzd a8 demmetirse a una tasa
constante de 4.5 pulg/min. Si f{r) pies es ¢l radio de la
bola de nieve después de ¢ minutos, haga lo siguiente: (a)
calcule (V = £ € imterprete su resultado. (b) Determine
¢l volumen de la bola de nieve después de 3 min.

A un campo de forma rectangular se le colocaron 2400 m
de cerca. (a) Encuenire un modelo matemdtico que expre-
s el drea del temeno como una funcdn de su loagitud.
(b} ;Cudl es el dominio de la funcitn ded inciso (2)7? () Al
trazar la grifica de la funcidn del inciso (2) en la grafica-
dora, estime, con aproximacidn de metros, las dimensiones
del campo rectangular de mayor drea que pueda cercarse
con 240 m.
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Programa educativo

Unidad

1 Asignatura: Funciones Matematicas

Practica N°:

5 Nombre de la practica: Algebra vectorial

Nombre

Integrante(s):

Introduccion:

Los vectores es uno de los conocimientos de las matematicas que provienen deta fisigas
se distingue entre magnitudes escalares y vectoriales. Por el contrario, se consideran m
vectoriales aquellas en las que, de alguna manera, influyen la d@irgcel sentido en el que

aplican

Objetivo:

Analizar, interpretar y dar solucionepiblemas de algebra vectorial para contribuir a la

interpretacion y solucion de problemas de su entorno.

Marco Tebrico:

Vectoresen RY R3

Magnitudes escalares y vectoriales: Hay magnitudes que quedan determinadas dando un solo
numero real. Por ejemplo: la longitud de una regla, la masa de un cuerpo o el tiempo transcurrido
entre dos sucesos. Tales magnitudes se llaman escalares, y pueden ser representadas sobre la
recta real mediante un nimero que indica su medida. Otros ejemplos de escalares son: la
densidad, el volumen, el trabajo, la potencia. Para otras magnitudes, en cambio, no es suficiente
dar un numero para determinarlas. Para la velocidad en un punto, por ejemplo, no basta conocer
su intensidad, sino que hace falta conocer ademas la direccion y el sentido con que el punto se
mueve. La direccién viene dada por una recta, de manera que todas las rectas paralelas
representan la misma direccién. Otras rectas no paralelas tienen direcciones diferentes. Cada
direccion tiene dos sentidos, determinados por las dos orientaciones posibles sobre la recta. Lo
mismo que con la velocidad ocurre con la fuerza, con el campo eléctrico, etc. Son magnitudes en
las que su efecto depende no sdélo de la intensidad sino también de la direccién y sentido en que
actudan. Estas magnitudes en las que hay que distinguir su intensidad (que es una magnitud
escalar), su direccion y su sentido, se llaman magnitudes vectoriales. Otros ejemplos son: la
aceleracioén, la cantidad de movimiento, el campo magnético, el flujo de calor o de materia, etc.

Las magnitudes vectoriales ya no se pueden representar, como los escalares, por puntos sobre

agnitud
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una recta. Hay que tomar segmentos de una dada longitud (indicadora de su intensidad) a partir

de un punto fijo, los cuales tengan la direccion y sentido correspondientes.
Vectores.

Un segmento de recta queda determinado por sus dos puntos extremos. Cuando esos puntos
estan dados en un cierto orden, se dice que el segmento estd orientado. Se llama vector a todo
segmento orientado. El primer punto es el origen y el segundo, el extremo del vector. La recta que
contiene al vector determina su direccion; la orientacidn sobre la recta, definida desde el origen
hasta el extremo, determina su sentido. Todos los vectores situados sobre una misma recta o
sobre rectas paralelas tienen la misma direccién. Sobre cada recta hay dos sentidos opuestos. Se
llama mddulo de un vector a la longitud del segmento que lo representa, que es proporcional a la

intensidad de la magnitud representada. El médulo es una cantidad escalar siempre positiva.

El modulo de un vector representa su longitud. Se calcula como la raiz cuadrada de la suma de

sus componentes elevadas al cuadrado.

En R2 se calcula comeo: En R3 se calcula como:

Vy\. _____________

Vx

|V|=“\|sz+}ry2 || = P2 + 0007 + P2

Cuando el mdédulo de un vector es nulo, el segmento se reduce a un punto y no puede hablarse de
vector pues carece de direccidn y sentido. Sin embargo, se conviene en definir el vector nulo como

aquél de mdédulo cero.

—

Para indicar un vector se usa con frecuencia una flecha encima: A OP

Dos vectores se dicen iguales cuando tienen el mismo maddulo, la misma direccién y el mismo
sentido. Los vectores Ay B de la figura 19, ubicados sobre rectas paralelas, son iguales, A=B. Con

este criterio de igualdad, todos los vectores pueden ser trasladados a un mismo origen. Dos
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vectores se dicen opuestos cuando tienen el mismo mddulo, la misma direccién y sentidos

opuestos. Los vectores Ay C son opuestos y se indican A=-C.

Figura 19

Adicion y sustraccion de vectores

Para sumar dos vectores A y B, figura 20 ya sea en el plano como en el espacio tridimensional, se
representa B a continuacién de A, es decir, el origen de B se hace coincidir con el extremo de A. El
vector A+B tiene su origen en el origen de A y su extremo en el extremo de B. Se llega al mismo
resultado representando ambos vectores con el mismo origen O, trazando el paralelogramo sobre

Ay By definiendo la suma como la diagonal que pasa por O.

Figura 20
La definicidon siguiente proporciona el método para sumar dos vectores.
La suma de los vectores A =1(&), y B = (b, I») es el vectoA + B definido por

A+B = (a1 + b1, a2+ b2)
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La diferencia (fig. 21)de los vectores A = {ap), y B = (o, I») es el vector A - B

definido por

A-B = (a1 - b1,az- b2)

Figura 21
Definicion del producto de un vector y un escalar:

Si c es un escalar y A es el vectar, @), entonces el producto de ¢ ydenotado por cA

es el vector definido por:

cA =c(aq, ay)

= (ca, ca)

Ejemplo: Si A = (4, -5), figura 22, entonces 3A = 3(4, 5)

= (12, -15)
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Figura 2|

El teorema siguiente proporciona las leyes que satisfacen las operaciones d¢

vectorial y multiplicacion por un escalar de vectores gle V

Teorema

Si A, By Cson tres vectores cualesquiera de Vs, y ¢ y d son dos escalares
cualesquiera, entonces la adicién vestorial y la multiplicacién por un
escalar satisfacen las siguientes propiedades:

(i) A+ B =B+ A (ley conmutativa)
@ A+@B+C =(A +B)+ C (leyasociativa)
(iii) Existe un vector O en V, paraelcual A + 0 = A
(existencia del idéntico aditivo)
(iv) Existe un vector-Aen Vatalque A + (-A) = 0
(existencia del inverso aditive o negativo)
(v) (cd)A = c(dA) (ley asociativa)
(vi) ¢(A + B) = cA + B (ley distributiva)
(vil) (¢ + d)A = cA + dA (ley distributiva)
(vifi) 1(A) = A (existencia del idéntico multiplicativo escalar)

Vector unitario:

Sea el vector A= aii + &j es diferente delector cero, entonces el vector U que tier

misma direccion y el mismo sentido de A esta definido por
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i a
U= A 2

L i+ -
lal” * faf’

Ejemplo: Dados A = 3i + jy B = -2i + 4j, obtenga el vector unitario que tenga la mi$

direccién de A — B.

Solucién

A-B=(0i+]) - (-2 +4)

= 5i - 3)
Asi,
|A - B| = 52 + (=3)?
= /34
El vector unitario requerido es:
5 3
U= i -
v 34 v 34'i

Producto punto:

Hasta este momento se han definido las siguientes operaciones con vectores
sustraccion, y multiplicacion de un vector por un escalar. El resultado de cada ung
operaciones y multiplicaciones de un vector por ulaescEl resultado de cada ung

estas operaciones es un vector. A continuacion se definird la operacion en |
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multiplicaran dos vectores, denominada producto punto, la cual tiene como resu

escalar y no un vector.

El producto punto de dos vectores A y B, denotado por A * B, se
define como sigue:

(i) SiA = (a;.a) y B = (b, by) son dos vectores de V,, entonces
A*B = aib; + asb,

(ii) Si A = {aj.az,a3) y B = (b}, by, b3) son dos vectores de Vi,
entonces

A o B = ﬂth] -+ ﬂzbz + ﬂﬁhj

Los productos puntos que contienen los vectores unitariosk,gon Gtiles y pueden

verificar facilmente:

Pivi=1 jtj=1 k-k =1
i*j=0 i‘k=0 i*k=0

El teorema siguiente afirma que el producto punto es conmutativo y que se distri

respecto a la adiciéon vectorial

Teorema

Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V; o V3, entonces

(i) A*B = B* A (ley conmutativa) _
(i) A*B +C)=A*B + A+ C (ley distributiva)

Producto cruz:

El producto cruz, operacion vectorial para vectores detiéne aplicaciones en
geometria, el movimiento planetario, la electricidad, el magnetismo y la mecanicg
son dosvectores no paralelos, entonces las representaciones de los dos vector
mismo punto inicial determinan un plano como se indica en la figuEd Bdsultado d¢
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producto cruz de A y B es un vecttuyas representaciones son perpendiculares

plano.

Figura 22

Definicién de producto cruz

Si A = (a, a3, a3) y B = (b, by, by), entonces el producto cruz
de A y B, denotado por A X B, estd dado por

AXB-= {ﬂzb:{ - H}bg.ﬂ]b| = albl. a[bz - azb]}

Observe que esta definicion trata sélo con vectoresdddexiste el producto cruz pg
vectores de ¥- El producto cruz también se denomina producto vectorial. La ope

para obtener el producto cruz se llama multiplicacion cruz o multiplicacién vectorid

Al aplicar la definicion de producto cruz, a pares de vectpregk se obtiene lo siguiert

i Xi=0 iXj=0 kXk=0
iXj=k jXk=i KkXi=]
jXi=-k KkXj=-i iXEk-=-j

Como ayuda para recordar los productos cruz anteriores, primero observe que el
cruz de cualquiera de los vectores unitarios i, j, 0 k consigo mismo tiene como res

vector @ro. Loa otros seis productos cruz pueden obtenerse de las figura 23. apli

siguiente regla: el producto cruz de dos vectores consecutivos, en el sentido del g
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manecillas del reloj, es el siguiente vector; y el producto cruz de dos gemiosEcutivo
en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj es negativo del vector sig

Figura 23
Teorema: si Ay B son dos vectores cualesquierazdmionces AXB = - (BXA)
PROBLEMARIO XV1: PRODUCTO PUNTO, PRODUCTO CRUZ

En los ejercicios del 1 al 4 calcule A.B (A punto B)

1. @) A = (-1,2),B = (-4,3)
b) A =2i-jB=i+3j

2 @A=(,-B=(]3
(b) A ==-2iLB =-i+

1 1

-]'* {l.} A ':;1 3+_§}1B = {é- E'r %}
(b) A =3j-2k.B=i+j-3k

4. (a) A = 4,0,2).B = (5,2,-1)
(b) A =3i-2j+ kB =6i+7j+2k

I

[}

En los ejercicios del 1 al 4, A= (1, 2, 3)/84, -3,-1), C=(-5,-3,5)D=(-2,1,6), E=
4,0,-7)y F=(0,2,1)

1. Obtenga A X B. 2. Calcule D X E.
3. Determine (C X D) - (E X F).
4. Obtenga(C X E)+ (D X F).

lighte
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33. En la figura adjunta, un tornillo en el punto Q se gira al
aplicar en el punto P una fuerza F de 25 Ib en un dngulo
de 70° con respecto a la llave, la cual mide 8 pulg de lon-
gitud. Calcule la intensidad (0 mddulo) del vector torque
generado por la fuerza en el tornillo.

F
0% | .
P ' Q §
b 8pulg — ——

34. Una fuerza F de 30 |b en la direccion hacia abajo se aplica
en un punto P, que es el extremo izquierdo de la palan-
ca de la engrapadora mostrada en la figura adjunta. La
longitud de la palanca es de 6 pulg y, en reposo, la pa-
lanca forma un dngulo de 10° con la base horizontzl de la
engrapadora en el punto Q. Obtenga la intensidad (0 mé-
dulo) del vector torque ejercido por F en Q.
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